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Memorias XIV Encuentro de Geometr´ıa y II de Aritme´tica
Introduccio´n
Charles S. Peirce (1839 – 1914) ha sido considerado como el intelectual ma´s
original y versa´til de Ame´rica. Padre de la semio´tica moderna y creador
del pragmatismo aute´ntico, es ma´s conocido y reconocido en la ﬁlosof´ıa que
en la matema´tica y la lo´gica aunque sus aportes originales a estas ciencias
no pueden despreciarse: basta mencionar la teor´ıa de la cuantiﬁcacio´n, la
axiomatizacio´n de la aritme´tica y sus maravillosos gra´ﬁcos existenciales [3,
10, 14, 17].
En manuscritos con fechas de 1902 Peirce propuso una notacio´n para los
diecise´is conectivos proposicionales binarios. La caracter´ıstica sobresaliente
de este sistema de s´ımbolos es que, en te´rminos de la teor´ıa de los signos
propuesta por el mismo Peirce, se trata de una notacio´n ico´nica. Esto sig-
niﬁca que cada s´ımbolo es la deﬁnicio´n del conectivo que representa y, de
otro lado, que el sistema de s´ımbolos reﬂeja de manera bien visible algunas
propiedades y simetr´ıas intr´ınsecas de los conectivos [2, 7, 8, 19]. Pero el
objetivo primordial perseguido por Peirce al introducir estos signos fue la
bu´squeda sistema´tica de tautolog´ıas, indagacio´n en la cual las caracter´ısticas
de los signos juegan un papel decisivo.
En el marco de la bu´squeda de tautolog´ıas, Peirce consigno´ las soluciones
de tres de los problemas que se planteo´ en sendas tablas de conectivos. En
este escrito, las tablas 1 (pa´gina 3), 2 (pa´gina 4) y 3 (pa´gina 5) copian de la
manera ma´s ﬁel posible las tablas elaboradas por Peirce hace cien an˜os. Al
observarlas, en especial la tabla 2 (pa´gina 4), la simetr´ıa salta a la vista.
Pero la simetr´ıa presente en las tablas de Peirce no es la simetr´ıa considerada
de manera usual en la teor´ıa de matrices [5, 9, 16]. Por ejemplo, al reﬂejar la
tabla 3 (pa´gina 5) en el eje vertical, a cada s´ımbolo no corresponde el mismo
s´ımbolo sino el que se obtiene de e´l reﬂeja´ndolo en el mismo eje. Esta es una
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Tabla 1: Estudio por Peirce de la forma x O x
aute´ntica simetr´ıa especular.
El propo´sito de esta monograf´ıa es precisar el tipo de simetr´ıa presente en
las tablas de Peirce. El instrumento es la teor´ıa de grupos, en especial las
acciones del grupo del cuadrado. Aunque el estudio presentado puede ex-
trapolarse a tablas rectangulares y a tablas no planas, en este trabajo so´lo
se consideran tablas planas cuadradas.
En el cap´ıtulo 1 se proponen tres nociones de simetr´ıa para tablas cuadradas.
Por ignorancia de estudios anteriores se introducen los nombres ‘unosimetr´ıa’,
‘dosimetr´ıa’ y ‘tresimetr´ıa’, la primera de ellas corresponde a la simetr´ıa
usual. En el cap´ıtulo 5 se presenta la notacio´n de Peirce para los conectivos
binarios y se repasa el estudio hecho por el pensador en la bu´squeda de
tautolog´ıas. La simetr´ıa de las mu´ltiples tablas que aparecen se estudia con
la terminolog´ıa propuesta en el cap´ıtulo 1. En el cap´ıtulo 11 se repiten las
tablas de Peirce con otra notacio´n para los conectivos binarios, propuesta en
la de´cada pasada por S. Zellweger.
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Tabla 2: Estudio por Peirce de la forma (x ♦ y) O (x ♥ y)
El material presentado en la seccio´n 2 es un caso particular de la conocida
teor´ıa de acciones de grupo —que puede encontrarse en muchos textos de
a´lgebra [6, 12, 13]— mientras las ideas, nociones y resultados de las secciones
3, 4 son originales. El cap´ıtulo 5 se basa en el art´ıculo [2] y en la monograf´ıa
[8] pero la mayor´ıa de las tablas presentadas all´ı fueron elaboradas por el
autor y el estudio de la simetr´ıa en todas las tablas es nuevo. En el cap´ıtulo
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Tabla 3: Estudio por Peirce de la forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)]
11 se emplea la notacio´n presentada en [1], la idea de presentar con ella las
tablas de Peirce y el ana´lisis de su simetr´ıa son originales.
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1 Tres Nociones de Simetr´ıa
Como en todas las actividades humanas, en la matema´tica son ubicuos los
feno´menos sime´tricos. Pero a diferencia de otras a´reas del saber y de la
cultura, la matema´tica ha desarrollado un instrumentario muy ﬁno y preciso
para estudiar la simetr´ıa en general: se trata de la teor´ıa de grupos.
En el a´lgebra lineal se deﬁne una matriz sime´trica como aquella que es igual
a su traspuesta, o en te´rminos ma´s geome´tricos, que es invariante bajo una
reﬂexio´n en la diagonal principal [9, 16]. Esa no es la u´nica simetr´ıa posible de
una tabla cuadrada: en el interesante trabajo [5] se estudian las reﬂexiones de
una matriz cuadrada en sus ejes horizontal y vertical; se muestra que buena
parte de la teor´ıa conocida sobre matrices sime´tricas puede extenderse; se
presentan algunas aplicaciones a la estad´ıstica y se sugieren otras.
La tabla que aparece despue´s de la portada (pa´gina 2), aunque tiene aute´ntica
simetr´ıa especular o bilateral respecto a sus ejes y diagonales, no es sime´trica
en ninguno de los sentidos mencionados arriba. Es preciso, entonces, reﬁnar
la nocio´n de simetr´ıa para analizar este tipo de tablas.
Las palabras subrayadas destacan conceptos de uso comu´n en matema´ticas,
que pueden consultarse en cualquier texto sobre temas aﬁnes [6, 12, 13].
2 Unosimetr´ıa
Se observa con facilidad que un cuadrado ﬁjo tiene ocho movimientos r´ıgidos
o isometr´ıas posibles: cuatro reﬂexiones (en las diagonales y en las medianas)
y cuatro rotaciones (incluyendo una en 360 grados, que se identiﬁca con el
reposo); tambie´n se observa que los movimientos pueden combinarse entre
s´ı. Estos movimientos r´ıgidos con la operacio´n de composicio´n constituyen
6
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un grupo, llamado grupo die´drico del cuadrado y denotado D4.
Dada una tabla cuadrada, cuyas componentes pertenecen todas a cierto
conjunto X, con ella pueden realizarse los mismos movimientos r´ıgidos del
cuadrado. Como se hara´ evidente en los cap´ıtulos postreros, es diferente con-
siderar la tabla horizontal () o inclinada () aunque en ambos casos pueden
realizarse todos los movimientos conviniendo que la diagonal principal es el
eje que va de la izquierda arriba a la derecha abajo, etce´tera. Excepto el re-
poso, quiza´s el movimiento ma´s fa´cil de describir es la reﬂexio´n en la diagonal
principal pues corresponde —en el caso de una tabla horizontal— a cambiar
la componente xij por la xji. Expresiones similares pueden encontrarse para
todos los movimientos.
Si σ ∈ D4 es un movimiento r´ıgido del cuadrado y T ∈ M(X) es una tabla
cuadrada, σT denota la tabla que se obtiene de T realiza´ndole el movimiento
σ. De manera formal, esto deﬁne una accio´n del grupo D4 sobre el conjunto
M(X) de todas las matrices cuadradas con componentes de X.
Definicio´n. Fijado un movimiento r´ıgido σ ∈ D4, una tabla T ∈ M(X) es
unosime´trica respecto a σ si σT = T .
Ejemplos. Las matrices unosime´tricas respecto a la reﬂexio´n en la diagonal
principal son las matrices llamadas sime´tricas. Las matrices unosime´tricas
respecto a la reﬂexio´n en el eje vertical son llamadas pal´ındromas horizontales
en [5]; las unosime´tricas respecto a la reﬂexio´n en el eje horizontal, pal´ındro-
mas verticales.
Observacio´n Particular. Si el conjunto X tiene estructura de campo (o
de anillo), se veriﬁca de inmediato que la funcio´n T 	→ σT es lineal en
el espacio vectorial (o mo´dulo) Mn(X) de la matrices cuadradas de orden
n × n con componentes de X. En consecuencia el conjunto de las matrices
unosime´tricas respecto a σ, siendo el nu´cleo de la funcio´n lineal T 	→ (σT−T ),
es un subespacio (o submo´dulo) de Mn(X).
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En la terminolog´ıa de la teor´ıa de grupos, la o´rbita de una tabla ﬁja T es el
conjunto de todas las tablas σT que se obtienen realizando con la tabla es-
cogida todos los movimientos r´ıgidos del cuadrado. Como se vera´ en seguida,
no siempre se obtienen ocho tablas distintas.
Ejemplos. La o´rbita de [
1 2
3 4
]
es {[
1 2
3 4
]
,
[
1 3
2 4
]
,
[
4 2
3 1
]
,
[
2 1
4 3
]
,
[
3 4
1 2
]
,
[
2 4
1 3
]
,
[
4 3
2 1
]
,
[
3 1
4 2
]}
;
la de [
1 2
2 3
]
es {[
1 2
2 3
]
,
[
3 2
2 1
]
,
[
2 3
1 2
]
,
[
2 1
3 2
]}
;
la o´rbita de 

1 2 1
3 4 3
1 2 1


es 



1 2 1
3 4 3
1 2 1

 ,


1 3 1
2 4 2
1 3 1



 ;
y la de 

1 2 1
2 3 2
1 2 1


es 



1 2 1
2 3 2
1 2 1



 .
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Si la o´rbita de cierta tabla T tiene menos de ocho elementos entonces hay
algu´n movimiento r´ıgido σ distinto al reposo que deja inalterado T , es decir,
T es unosime´trica respecto a σ. As´ı pues, una forma precisa de medir la
unosimetr´ıa de T es considerando el conjunto siguiente, denotado G1(T ) o
bien G1 cuando la tabla esta´ especiﬁcada en el contexto.
G1(T ) =
{
σ ∈ D4
∣∣ σT = T }
Teorema 1. Para cualquier tabla T , G1(T ) es un subgrupo del grupo
die´drico D4.
Demostracio´n. Si i denota el reposo es evidente que iT = T , luego i ∈ G1. Si
σ, τ ∈ G1 entonces στT = σ(τT ) = σT = T de donde στ ∈ G1. Y si σ ∈ G1
entonces σ−1T = σ−1(σT ) = (σ−1σ)T = iT = T , de suerte que tambie´n
σ−1 ∈ G1.
Convencio´n. Sea T cualquier tabla cuadrada. El primer grupo de simetr´ıa
de T es G1(T ).
Ejemplos. El primer grupo de simetr´ıa de[
1 2
3 4
]
es el grupo trivial —que tiene un solo elemento—, denotado 0; los primeros
grupos de simetr´ıa de [
1 2
2 3
]
y
[
1 1
2 2
]
,
aunque distintos entre s´ı, son isomorfos al grupo Z2 que, en esencia, es el
u´nico que tiene dos elementos; los primeros grupos de simetr´ıa de
[
1 0
0 1
]
y


1 2 1
3 4 3
1 2 1

 ,
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tambie´n distintos entre s´ı, son ambos isomorfos al grupo V , el u´nico grupo
no c´ıclico que tiene cuatro elementos; el primer grupo de simetr´ıa de
[
1 1
1 1
]
y de


1 2 1
2 3 2
1 2 1


es el grupo die´drico completo D4.
Estos ejemplos tambie´n ilustran el siguiente hecho, va´lido en general para
acciones de grupos ﬁnitos [6, 12].
Teorema 2. Para cualquier tabla T , el producto del taman˜o de la o´rbita de
T por el taman˜o del primer grupo de simetr´ıa G1(T ), es 8.
Ahora es claro el sentido en el cual el primer grupo de simetr´ıa mide la
unosimetr´ıa de la tabla: cuanto mayor el grupo, tanto ma´s unosime´trica es
la tabla.
3 Dosimetr´ıa
En la primera seccio´n se presento´ la accio´n natural del grupo die´drico D4
sobre el conjunto M(X) de tablas o matrices cuadradas con componentes de
un conjunto X.
Supo´ngase ahora que un grupo H actu´a sobre el conjunto de componentes
X. Esta accio´n induce de inmediato una nueva accio´n sobre el conjunto
M(X), como sigue: Si h ∈ H es un elemento del grupo y T ∈ M(X) es una
tabla cuadrada, Th denota la tabla que se obtiene de T realizando en cada
10
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componente la accio´n h.
H X
D4 M(X)
..................................................................................................................................................................................
.........
............................................................................................................................................................................................ ..
.....
..................................................................................................................................................................................
.........
....
....
.....
.....
....
.
..
...
.
..
accio´n
accio´n
inducida
accio´n natural
Ejemplo. Si X tiene estructura de grupo aditivo entonces actu´a sobre e´l el
grupo Z2 = { 0, 1 } como se indica a continuacio´n.{
0 ∗ x = x
1 ∗ x = −x
Para esta accio´n, T0 es T mientras T1 es la tabla que se obtiene de T susti-
tuyendo cada componente por su opuesto aditivo o, como se dice, ‘cambia´n-
dola de signo’.
Cuando en una tabla cuadrada se realiza un movimiento r´ıgido de los estu-
diados en la seccio´n 2, se establece una relacio´n entre las componentes de
la misma: un elemento x se relaciona con y si, al mover la tabla, alguna de
las copias de x cae sobre alguna de las de y. En general esta relacio´n no es
funcional ni biyectiva; aun si lo es, resulta ilusorio esperar que corresponde
con exactitud a la biyeccio´n inducida por la accio´n de H. Sin embargo, en
algunos casos eso es lo que sucede.
Definicio´n. Fijados un movimiento r´ıgido σ ∈ D4 y un elemento h ∈ H,
una tabla T ∈ M(X) es dosime´trica respecto a σ y a h si σT = Th.
Ejemplos. Las matrices dosime´tricas respecto a la reﬂexio´n en la diagonal
principal y a 1 ∈ Z2 —con la accio´n indicada arriba— son las matrices
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llamadas antisime´tricas. Las matrices dosime´tricas respecto a la reﬂexio´n
en el eje vertical y a 1 son llamadas antipal´ındromas horizontales en [5]; las
dosime´tricas respecto a la reﬂexio´n en el eje horizontal y a 1, antipal´ındromas
verticales.
Observacio´n Particular. Si el conjunto X tiene estructura de campo, la
funcio´n T 	→ (σT + T ) es lineal en el espacio vectorial Mn(X) luego el
conjunto de las matrices dosime´tricas respecto a σ y a 1 —con la accio´n
indicada arriba— es un subespacio de Mn(X).
Si, adema´s, σ es de orden 1 o 2 (reposo, reﬂexio´n en cualquier diagonal o en
cualquier eje, rotacio´n en 180 grados) y la caracter´ıstica del campo no es 2,
entonces toda tabla o matriz M ∈ Mn(X) puede expresarse de manera u´nica
como la suma de una unosime´trica respecto a σ y una dosime´trica respecto
a σ y a 1, como sigue.
M =
M + σM
2
+
M − σM
2
Como en la seccio´n anterior, la dosimetr´ıa de una tabla puede tratar de
medirse con un conjunto de movimientos r´ıgidos, denotado ahora G2.
G2(T ) =
{
σ ∈ D4
∣∣ existe h ∈ H tal que σT = Th }
Cabe anotar que, aunque no se indica de manera expl´ıcita, G2 depende de
la accio´n de H sobre el conjunto X. Como antes, se espera encontrar un
subgrupo de D4.
Lema. Sea T ∈ M(X) una tabla arbitaria. Para cada σ ∈ D4 y cada h ∈ H
se tiene la igualdad siguiente.
(σT )h = σ(Th)
Demostracio´n. En el diagrama siguiente, el movimiento r´ıgido σ es una per-
mutacio´n del conjunto de ı´ndices {1, 2, . . . , n} × {1, 2, . . . , n} —o de otro
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conjunto si la tabla no es horizontal sino inclinada— mientras las tablas o
matrices T , σT y Th son funciones de este producto en X.
(i, j) (k, l)
tkl h ∗ tkl
.................................................................
..........
................................................................
..... ....
....
.................................................
.....
....
....
.....
.................................................................
... ....
.....
..................................................................
..........
σ
σT T Th
h
Puesto que los dos tria´ngulos que constituyen el diagrama son conmutativos,
las tres maneras de recorrerlo conducen al mismo resultado.
Teorema 3. Para cualquier tabla T , G2(T ) es un subgrupo del grupo
die´drico D4.
Demostracio´n. i ∈ G2 pues iT = T = TeH . Si σ, τ ∈ G2 existen h, k ∈ H
tales que σT = Th y τT = Tk y entonces στT = σ(τT ) = σ(Tk) = (σT )k =
(Th)k = Tkh, de donde στ ∈ G2. Si σ ∈ G2 sea σT = Th para h ∈ H entonces
σ−1T = σ−1(TeH ) = σ
−1((Th)h−1) = σ−1((σT )h−1) = σ−1(σ(Th−1)) = iTh−1 =
Th−1, as´ı que tambie´n σ
−1 ∈ G2.
Se recibe una prueba alternativa al leer el lema como conmutatividad entre
las dos acciones sobre M(X), la de D4 y la inducida por H. Existe una cor-
respondencia biyectiva natural entre las parejas de acciones sobre un mismo
conjunto que conmutan entre s´ı y las acciones del grupo producto sobre el
conjunto. En particular, el lema implica que se tiene una accio´n del grupo
D4 × H sobre M(X); como en la prueba del teorema 1, para cada tabla
cuadrada T ∈ M(X) el conjunto
{
(σ, h)
∣∣ σTh−1 = T } = { (σ, h) ∣∣ σT = Th }
13
Memorias XIV Encuentro de Geometr´ıa y II de Aritme´tica
es un subgrupo del grupo producto; G2(T ) es la proyeccio´n en D4 de este
subgrupo y, por lo tanto, un subgrupo de D4.
Convencio´n. Sea T cualquier tabla cuadrada. El segundo grupo de simetr´ıa
de T relativo a la accio´n de H es G2(T ).
Ejemplo. El segundo grupo de simetr´ıa de una matriz cuadrada —respecto
a la accio´n de Z2— contiene la reﬂexio´n en la diagonal principal si y solo si la
matriz es sime´trica o antisime´trica. Ide´ntico comentario puede hacerse sobre
las reﬂexiones en los ejes.
Ejemplo. Tomando X = { 1, 2, 3, 4 } sea T =
[
1 2
3 4
]
. Como se observo´ en
la seccio´n 2, G1(T ) es el grupo trivial con un solo elemento.
El conjunto X es un grupo con la operacio´n mo´dulo 4. Si se considera la
accio´n de Z2 sobre X en tanto grupo aditivo, G2(T ) tambie´n es el grupo
trivial pues [
−1 −2
−3 −4
]
=
[
3 2
1 4
]
.
Si se considera la accio´n de Z4 sobre X por adicio´n entonces G2(T ) es un
grupo de dos elementos —por tanto, isomorfo a Z2— pues
T2 =
[
1 + 2 2 + 2
3 + 2 4 + 2
]
=
[
3 4
1 2
]
,
que se obtiene de T por reﬂexio´n en el eje horizontal.
La unosimetr´ıa puede considerarse un caso particular de la dosimetr´ıa, caso
que se obtiene al tomar la accio´n trivial de H —esto es, Th = T para cada
tabla T—, de manera que con la dosimetr´ıa se gana precisio´n en el estudio.
El hecho siguiente es un reﬂejo de ello.
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Teorema 4. Para cualquier tabla cuadrada T , el primer grupo de simetr´ıa
es un subgrupo del segundo. En s´ımbolos:
G1(T ) ⊆ G2(T ).
Demostracio´n. Si σ ∈ G1 entonces σT = T luego existe el elemento neutro
eH tal que σT = TeH , de donde σ ∈ G2.
El primer grupo de simetr´ıa mide la unosimetr´ıa de la tabla, el segundo
mide la dosimetr´ıa mo´dulo D4 — pues el aute´ntico grupo de dosimetr´ıa es el
subgrupo de D4 ×H que se indico´.
La unosimetr´ıa es la simetr´ıa global de una tabla; la dosimetr´ıa es la coheren-
cia entre la simetr´ıa global de la tabla y la simetr´ıa local de sus componentes.
4 Tresimetr´ıa
En la seccio´n precedente un grupo cualquiera H actu´a de manera arbitraria
sobre el conjunto X mientras el grupo die´drico D4 actu´a de manera natural
sobre el conjunto M(X) de tablas cuadradas con componentes de X.
Supo´ngase ahora que el grupo que actu´a sobre el conjunto de componentes
X es el mismo grupo de los movimientos r´ıgidos del cuadrado, D4. Adema´s
de lo dicho en las secciones anteriores, ahora cabe la posibilidad —remota—
de que al realizar un movimiento r´ıgido con una tabla, esto induzca entre sus
componentes una permutacio´n que corresponde al mismo movimiento r´ıgido,
realizado en sentido contrario.
Definicio´n. Fijado un movimiento r´ıgido σ ∈ D4, una tabla T ∈ M(X) es
tresime´trica respecto a σ si σT = Tσ−1.
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Ejemplo. La tabla presentada en la pa´gina 2 es tresime´trica respecto a todos
los movimientos r´ıgidos del cuadrado, considerando la accio´n natural de D4
sobre el conjunto X = { ............................................... , ............................................... , .............................................. , ............................................... , ...................................... , ........................................ , ........................................ , ....................................... , ................................ ........ , ........................................ } .
Una tabla es tresime´trica respecto a un movimiento de orden 1 o 2 (reposo,
reﬂexio´n en cualquier diagonal o en cualquier eje, rotacio´n en 180 grados)
si y solo si al realizarlo con la tabla, esto induce entre sus componentes el
mismo movimiento. En efecto, en este caso σ−1 = σ.
Cuando una tabla es tresime´trica respecto a una reﬂexio´n, al colocar un
espejo f´ısico sobre el eje de reﬂexio´n y en el plano perpendicular a la tabla,
la imagen especular es exactamente igual a la cara oculta de la tabla — este
feno´meno se observa en la tabla de la pa´gina 2 as´ı como en el Espejo Ma´gico
de Escher [4]. Ma´s aun, cuando una tabla es tresime´trica respecto a cualquier
movimiento r´ıgido, al escribirla en una superﬁcie plana transparente y realizar
el movimiento en cuestio´n con la superﬁcie, la imagen ﬁnal es exactamente
igual a la inicial — de nuevo, eso sucede con la tabla de la pa´gina 2.
De cualquier tabla T puede considerarse el conjunto de todos los movimientos
r´ıgidos respecto a los cuales ella es tresime´trica, denotado G3(T ).
G3(T ) =
{
σ ∈ D4
∣∣ σT = Tσ−1 } = {σ ∈ D4 ∣∣ σTσ = T }
De nuevo, es importante resaltar que G3 depende de la accio´n de D4 sobre
el conjunto X.
Teorema 5. Para cualquier tabla T , G3(T ) es un subgrupo del grupo
die´drico D4.
Demostracio´n. i ∈ G3 pues iT = T = Ti = Ti−1. Si σ, τ ∈ G3 entonces
στT = σ(τT ) = σ(Tτ−1) = (σT )τ−1 = (Tσ−1)τ−1 = Tτ−1σ−1 = T(στ )−1, de
donde στ ∈ G3. Si σ ∈ G3 entonces σ−1T = σ−1(σ(Tσ)) = (σ−1σ)Tσ =
iTσ = Tσ = T(σ−1)−1, as´ı que tambie´n σ
−1 ∈ G3.
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De nuevo, como las dos acciones de D4 sobre M(X) conmutan entonces
corresponden a una accio´n del grupo producto D4 × D4; para cada tabla
T ∈ M(X) el conjunto
{
(σ, σ)
∣∣ σT = Tσ−1 } = { (σ, σ) ∣∣ σTσ = T }
es un subgrupo del grupo producto; G3(T ) es la proyeccio´n en D4 de este
subgrupo.
Convencio´n. Sea T cualquier tabla cuadrada. El tercer grupo de simetr´ıa
de T relativo a la accio´n de D4 sobre X es G3(T ).
Como se espera y como se aprecia en los ejemplos siguientes, el tercer grupo
de simetr´ıa mide la tresimetr´ıa de la tabla.
Ejemplos. El grupo D4 actu´a de manera natural sobre cualquier conjunto
con cuatro elementos si estos se colocan en los ve´rtices de un cuadrado. Por
ejemplo, la ubicacio´n
1 2
3 4
................................................................................................................................
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
....
................................................................
corresponde a la siguiente accio´n en el conjunto X = { 1, 2, 3, 4 }.
1 2 3 4
Reposo 1 2 3 4
Rotacio´n 90◦ () 3 1 4 2
Rotacio´n 180◦ 4 3 2 1
Rotacio´n 270◦ () 2 4 1 3
Reﬂexio´n en diagonal ppal 1 3 2 4
Reﬂexio´n en 2a diagonal 4 2 3 1
Reﬂexio´n en eje vertical 2 1 4 3
Reﬂexio´n en eje horizontal 3 4 1 2
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A continuacio´n se indican los grupos de simetr´ıa —referentes a esta accio´n—
de algunas tablas. En vez de describir el subgrupo en s´ı, se consignan los
grupos a los cuales son isomorfos: por ejemplo V y Z4 tienen ambos cuatro
elementos pero no son isomorfos pues el u´ltimo es c´ıclico y el primero no.
En realidad, las copias de V que aparecen en la lista corresponden a dos
subgrupos diferentes de D4.
tabla T G1(T ) G2(T ) G3(T )
1 2
3 4
0 D4 D4
2 4
1 3
0 D4 Z4
1 3
2 4
0 D4 V
1
3 2
4
0 D4 Z4
1 2
4 3
0 V Z2
1 1
2 2
Z2 V 0
Las u´ltimas dos tablas mostradas ilustran el hecho de que, en general, no
se tiene G1 ⊆ G3 ni G3 ⊆ G1. La relacio´n siguiente, por el contrario, es
evidente de las deﬁniciones pues una tabla es tresime´tri ca respecto a σ si y
solo si es dosime´trica respecto a σ y σ−1.
Teorema 6. Para cualquier tabla cuadrada T , el tercer grupo de simetr´ıa es
un subgrupo del segundo. En s´ımbolos:
G3(T ) ⊆ G2(T ).
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El primer grupo de simetr´ıa mide la unosimetr´ıa de la tabla, el segundo mide
la dosimetr´ıa mo´dulo D4 y el tercero mide la tresimetr´ıa.
La unosimetr´ıa es la simetr´ıa global de una tabla; la dosimetr´ıa es la co-
herencia entre la simetr´ıa global y la simetr´ıa local de sus componentes; la
tresimetr´ıa es la coincidencia entre la simetr´ıa global de la tabla y la simetr´ıa
local de sus componentes.
5 Las Tablas de Peirce
Como se indico´ en la Introduccio´n, en 1902 Peirce propuso una notacio´n
para los diecise´is conectivos proposicionales binarios. La idea de Peirce es
sencilla en extremo: la tabla de verdad que deﬁne un conectivo binario tiene
cuatro renglones, cada uno de los cuales puede ser V o F; el s´ımbolo .........
...............
tiene cuatro cuadrantes, cada uno de los cuales puede dejarse abierto o bien
cerrarse uniendo los extremos correspondientes. La convencio´n adoptada es
la siguiente.
V V
V F FV
FF
................................
......
......
......
La tabla 4 (pa´gina 20) contiene la lista de los conectivos con sus signos
respectivos. Peirce tambie´n propuso y empleo´ variantes cursivas de estos
s´ımbolos para facilitar su escritura, variantes que en esta monograf´ıa solo se
emplean en la presentacio´n de las tablas originales (tablas 1, 2, 3).
En su bu´squeda sistema´tica de tautolog´ıas, Peirce procedio´ como sigue. Ini-
cialmente escog´ıa una forma, una expresio´n de lo´gica proposicional en la cual
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VV F F F F V V V V F F F F V V V V
VF F F F V F V F F V V F V F V V V
FV F F V F F F V F V F V V V F V V
FF F V F F F F F V F V V V V V F V
....
....
...........................
....
.................. .....
.....
.................
....
................... .....
.....
..........................
....
..........
.....
.....
........................
....
.........
.....
.....
..............
...................
....
.
....
.....
........................
....
.
.....
.....
..............
................. .....
.....
..................
.... ....
....
.....
.....
.....................
........
.....
.....
..............
................ ....
....
..................
....
..........
.....
.....
..............
........
.....
.....
.................
....
.....
.....
................
....
.
.....
.....
...................... .....
.....
............
.....
.....
.....................
....
........... uprise < > ∨ ............................... ............................... ∞ 8 ............................... ............................... ............................ ......................... ...................... ..... ........ ...... ............... ........................
= ‖
Tabla 4: Notacio´n de Peirce para los conectivos binarios (1902).
no solo las proposiciones sino tambie´n los conectivos son inco´gnitas; luego,
empleando propiedades de su notacio´n, establec´ıa todas —o muchas de— las
sustituciones de los conectivos que hicieran una tautolog´ıa de la forma.
Adema´s de sus variantes, las formas estudiadas por Peirce son las
siguientes.
x O x
x ♦ (x O x)
(x ♦ x) O (x ♥ x)
(x ♦ y) O (x ♥ y)
(x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)]
Aqu´ı O, ♦, ♥, ♠ y ♣ son variables y en cada forma se buscan los valores
tales que la expresio´n es verdadera para cualesquier proposiciones x, y, z.
En el ana´lisis de tres de estas formas, Peirce consigno´ todas sus soluciones
en sendas tablas... ¡tresime´tricas! En este cap´ıtulo se presenta de manera
sucinta el estudio de las diferentes formas y se investigan las simetr´ıas de las
tablas que surgen.
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6 Primera Forma
La expresio´n x O x corresponde a un conectivo de aridad 1 luego, en principio,
puede tomar cuatro valores: V , F , x, x ( = no x). Para obtener el primero
se requiere que el conectivo O asigne V a las parejas V V , FF —las u´nicas
que pueden intervenir—, lo cual en la notacio´n de Peirce equivale a que los
cuadrantes superior e inferior este´n abiertos. As´ı, los conectivos O que hacen
de esta expresio´n una tautolog´ıa son .........
.................
....
.
....
.... , .........
..................
....
.
, .........
..................
.... , .........
............. .
De igual manera se analizan los otros tres valores posibles de x O x, forma
que induce una clasificacio´n de los conectivos binarios mostrada por Peirce
en la tabla 1 (pa´gina 3) [2]. Una versio´n de esta tabla aparece en 4.268 de
Collected Papers [15] (4.268 signiﬁca apartado 268 del volumen 4), pero por
desgracia los editores en vez de reproducir los signos introducidos por Peirce
los sustituyeron por “un simbolismo ma´s convencional”. En 4.270 de la obra
citada, Peirce rotula las cuatro clases con las letrasN , E, W, S. La tabla 5 es
la misma tabla 1 de Peirce, con la notacio´n ‘no cursiva’ y con los cuadrantes
rotulados como e´l lo indico´.
..........
....
....
....
.....
.....
............................................
N
.....
.....
...............
.....
.....
................
....
.
.....
.....
................
....
.
.....
.....
.................
....
..
....
....
.................................................
....
....
....
.....
.....
.....
S
.....
.....
........................
....
...................
.....
.....
.........................
....
..........
.....
.....
..........................
....
..........
.....
.....
.......................
.........
....
.....
......
.....................................................
....
.....W
.....
.....
........................
.....
.....
........................
....
.
.....
.....
.............
................
.....
.....
..............
...................
....
.
.............................
....
.....
....
.....
......
....................... E
.....
....
...............
.......
.....
.....
................
....
..........
.....
.....
.............
................
.....
.....
.................
....
..................
.......................................................
......
......
......
......
......
......
......
Tabla 5: Clasiﬁcacio´n de los conectivos segu´n x O x.
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Si O ∈ N entonces x O x es una tautolog´ıa; si O ∈ W, la forma equivale a x;
si O ∈ E entonces x O x es x; y si O ∈ S, es siempre F . La ubicacio´n de las
cuatro clases en una gran ........
.............. es coherente con la convencio´n para cada signo:
en el cuadrante superior siempre V , en el inferior siempre F , etce´tera.
Esta forma aporta 4 tautolog´ıas.
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.........................................................................................
Tabla 6: Clasiﬁcacio´n de los conectivos (Tabla inclinada).
Para analizar su simetr´ıa, la tabla 5 puede presentarse de manera ma´s concisa
como la tabla 6. Esta tabla no es unosime´trica respecto a ningu´n movimiento
r´ıgido salvo el reposo, de hecho no tiene ninguna componente repetida, luego
G1 = 0. Es claro que la reﬂexio´n de la tabla en el eje vertical corresponde
a una rotacio´n en 180 grados de cada uno de los signos componentes y que
ningu´n otro movimiento r´ıgido tiene un efecto semejante, luego G2 = Z2 y
G3 = 0.
La dosimetr´ıa mencionada en el pa´rrafo anterior se reﬁere a la accio´n natural
de D4 sobre los signos de Peirce. Sobre este conjunto tambie´n actu´a el grupo
Z2×D4 (el 0 de Z2 deja invariante el signo, el 1 lo ‘complementa’: cambia los
cuadrantes abiertos en cerrados y viceversa [7, 8]) y respecto a esta accio´n,
la rotacio´n de la tabla 6 en 180 grados corresponde a complementar cada
signo mientras la reﬂexio´n en el eje horizontal de la tabla corresponde a una
rotacio´n en 180 grados seguida del complemento. En este caso, entonces,
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G2 = V y G3 = 0.
No es posible distribuir los conectivos en una tabla inclinada que tenga tres-
imetr´ıa no trivial. Sin embargo, la reﬂexio´n de la tabla 7 en su diagonal
principal corresponde a la misma reﬂexio´n de los conectivos —en el mismo
sentido o en sentido contrario—, luego G1 = 0, G2 = Z2 y G3 = Z2.
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Tabla 7: Clasiﬁcacio´n de los conectivos (Tabla horizontal).
7 Segunda Forma
El ana´lisis de la expresio´n x ♦ (x O x) es sencilla en la medida en que contiene
la forma x O x, estudiada de manera completa en el apartado 6. Por ejemplo
si O ∈ N entonces x O x es una tautolog´ıa, de manera que la segunda forma
se reduce a x ♦ V ; para que esta forma sea tautolog´ıa, basta que ♦ asigne
V a los valores V V y FV —los u´nicos posibles—; en la notacio´n de Peirce,
esto equivale a que los cuadrantes superior y derecho este´n abiertos. De esta
manera, las parejas (♦,O) que arrojan una tautolog´ıa de la segunda forma
con O ∈ N son ( ........................................ ,O), ( ............................... ,O), ( ................................. ,O) y ( ..................... ,O).
De la misma manera se analizan las otras tres elecciones posibles de O. Los
resultados se consignan en la tabla 8 (pa´gina 24), no presentada antes ni por
Peirce ni por otros investigadores.
Cada punto de la tabla 8 representa 4 fo´rmulas —el conectivo O puede es-
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Tabla 8: Tautolog´ıas de la forma x ♦ (x O x).
cogerse de un subconjunto de tantos conectivos— luego hay 64 tautolog´ıas
de la forma x ♦ (x O x). De la forma variante (x O x) ♦ x hay otras 64
tautolog´ıas, de manera que en total se han encontrado ya 132 tautolog´ıas.
Es evidente que la tabla 8 no presenta simetr´ıa alguna, a menos que los
integrantes de las clases N , W, E, S se distribuyan de manera sime´trica
respecto al eje vertical, obteniendo unosimetr´ıa forzada respecto a este eje.
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8 Tercera Forma
Como antes, el estudio de la expresio´n (x ♦ x) O (x ♥ x) se basa en la
clasiﬁcacio´n inducida por la forma x O x. Si ♦ ∈ N y ♥ ∈ N , la forma
se reduce a V O V que es tautolog´ıa si O asigna V a la pareja V V , es
decir, si su cuadrante superior esta´ abierto. De esta manera, las ternas
(♦,O,♥) con ♦ ∈ N , ♥ ∈ N que arrojan una tautolog´ıa de esta forma son
(♦, ................................................ ,♥), (♦, ...................................... ,♥), (♦, ........................................ ,♥), (♦, .............................. ........ ,♥), (♦, .............................. ,♥), (♦, ................................ ,♥), (♦, .............................. ,♥)
y (♦, ........................ ,♥). Como otro ejemplo, si ♦ ∈ N y ♥ ∈ W entonces la forma se
reduce a V O x que es tautolog´ıa si O asigna V a las parejas V V y V F ,
es decir, si esta´n abiertos sus cuadrantes superior e izquierdo. Las ternas
(♦,O,♥) con ♦ ∈ N , ♥ ∈ W que arrojan una tautolog´ıa de esta forma son
(♦, ........................................ ,♥), (♦, ............................... ,♥), (♦, .............................. ,♥) y (♦, ...................... ,♥).
De esta manera pueden estudiarse los diecise´is casos posibles. Hasta donde
se sabe, ni Peirce ni otros investigadores han consignado los resultados en
una tabla, pero es sencillo hacerlo con la te´cnica empleada por Peirce para
las otras formas. En cada caso, se escoge el conectivo con ma´s cuadran-
tes cerrados que haga tautolog´ıa la expresio´n estudiada. Por ejemplo, para
♦ ∈ N , ♥ ∈ N se escoge ................................................. ; para ♦ ∈ N , ♥ ∈ W se escoge ...................................... . Todas las
dema´s soluciones se obtienen abriendo uno por uno los cuadrantes cerrados
del conectivo elegido, en todas las formas posibles. En el primer ejemplo se
consigna .........
...............
...................
....
.
y las soluciones posibles son ........
...............
....................
....
..
, .........
..........................
....
.
, ........
..............
................ , .........
...................
.... ....
.... , .........
.................
....
.
, .........
..................
....
..
, ..........
...................... , .........
............... ; en el
segundo ejemplo se registra .........
...........................
....
.
y las soluciones posibles son .........
..........................
.... , ..........
.................
....
..
, .........
........................ , .........
............... .
La tabla 9 contiene todos los conectivos ‘ma´ximos’. En la interseccio´n de la
ﬁla N y la columna N esta´ ............................................... ; en la interseccio´n de la ﬁla N y la columna
W esta´ ....................................... .
¿Cua´ntas tautolog´ıas contiene la tabla 9? Si en la casilla i aparece un conec-
tivo con ni cuadrantes cerrados, esta´ representando un conjunto de 2
ni posi-
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♥
♦
N S W E
N .................................................. ................................................... .......................................... .........................................
S ................................................. ................................................ ........................................ ........................................
W ........................................ ......................................... ................................ ........ .........................................
E .......................................... ........................................ ......................................... ................................. ........
Tabla 9: Tautolog´ıas de la forma (x ♦ x) O (x ♥ x).
bles soluciones. La suma
∑
2ni es 80 pero esa cantidad debe multiplicarse
por 16, el nu´mero de las posibles elecciones de la pareja (♦,♥) —cada com-
ponente puede elegirse de un conjunto de 4 elementos—. As´ı hay 1280 tau-
tolog´ıas de la forma (x ♦ x) O (x ♥ x), para un total acumulado de 1412
tautolog´ıas.
La tabla 9 no es unosime´trica respecto a ningu´n movimiento r´ıgido no trivial
—pues contiene ma´s de una componente que no se repite—, es decir, G1 = 0.
La reﬂexio´n de la tabla en la diagonal principal corresponde a la reﬂexio´n en
el eje vertical de las componentes, de hecho G2 = Z2 y G3 = 0.
Pero si se cambia el orden de las ﬁlas y las columnas, la simetr´ıa aumenta
de manera considerable. La tabla 10 es la misma 9 cambiando el orden
N − S −W − E por N − E −W − S.
♥
♦
N E W S
N ................................................ ........................................ ........................................ ................................................
E .......................................... ................................ ........ ......................................... .........................................
W ........................................ .......................................... ................................ ........ ........................................
S .................................................. ......................................... ......................................... .................................................
Tabla 10: Forma (x ♦ x) O (x ♥ x).
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En la tabla 10, adema´s de la dosimetr´ıa mencionada en la anterior, la re-
ﬂexio´n de la tabla en la segunda diagonal corresponde a la reﬂexio´n en el eje
horizontal de las componentes y, por lo tanto, la rotacio´n en 180 grados de la
tabla corresponde a la misma rotacio´n de los signos. Ma´s aun, la reﬂexio´n de
la tabla en el eje vertical corresponde a la reﬂexio´n en la diagonal principal
de los signos; la reﬂexio´n de la tabla en el eje horizontal corresponde a la
reﬂexio´n en la segunda diagonal de los signos; por lo tanto, la rotacio´n en 90
grados de la tabla corresponde a la misma rotacio´n —en el mismo sentido—
de las componentes. As´ı, G1 = 0, G2 = D4, G3 = Z2.
Peirce presento´ sus diversas tablas siempre inclinadas (). Al inclinar la
tabla 10... ¡aumenta la tresimetr´ıa!
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Tabla 11: Forma (x ♦ x) O (x ♥ x) (Tabla inclinada).
En la presentacio´n 11, las reﬂexiones de la tabla en los ejes corresponden a
los mismos movimientos r´ıgidos de las componentes —en sentido contrario,
porque son de orden 2— luego ahora G1 = 0, G2 = D4, G3 = V .
Otra manera sorprendente de aumentar la tresimetr´ıa de la tabla 10 es re-
ﬂeja´ndola en su diagonal principal, pues mientras la simetr´ıa respecto a las
reﬂexiones se mantiene, la rotacio´n en 90 grados de la tabla corresponde a la
misma rotacio´n en sentido contrario de las componentes. En la tabla 12 se
tiene G1 = 0, G2 = D4, G3 = Z4.
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♦
♥
N E W S
N .................................................. ......................................... ......................................... ..................................................
E ....................................... ................................ ........ ...................................... .......................................
W ......................................... ........................................ ................................. ......... .........................................
S ................................................ ........................................... ........................................... .................................................
Tabla 12: Forma (x ♦ x) O (x ♥ x) (Tabla traspuesta).
Ahora tal vez ya no es tan extran˜o el hecho de que al inclinar la tabla 12,
o lo que es lo mismo, al reﬂejar la tabla 11 en el eje vertical, se recibe una
tabla tresime´trica : en la 13 se tiene G1 = 0, G2 = D4, G3 = D4.
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Tabla 13: Forma (x ♦ x) O (x ♥ x) (Presentacio´n tresime´trica).
La tabla puesta como ejemplo al principio de este trabajo (pa´gina 2) se
obtuvo de la tabla 13 cambiando el orden N − E − W − S por el orden
S − E −W −N . Otra tabla tresime´trica es la 14 (pa´gina 29), obtenida de la
tabla 11 intercambiando solo tres pares de componentes. Su lectura para las
tautolog´ıas de la forma (x ♦ x) O (x ♥ x), sin embargo, se complica pues en
ella cada cuadrante tiene sus propios ro´tulos.
28
Simetr´ıa en Algunas Tablas de Peirce
♦ ♥
♦♥
N
W
W
N
N
W
W
N
S
E
E
S
S
E
E
S
.....
.....
..............
....................
....
.
....
....
........................
....
.
.....
.....
................
....
..........
.....
.....
.........................
....
.........
.....
.....
..............
.................
.....
.....
.................
....
..
....
....
.
.....
.....
....................
.........
.....
.....
..............
................
.....
.....
..............
.................
.....
.....
....................
.........
.....
.....
.................
....
..
....
....
.....
.....
..............
................
.....
.....
.......................
....
.........
.....
.....
..........................
....
.
.....
.....
.................
....
..........
.....
.....
................
....
.................
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
..............................................................................................................................................................................................................
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
.....
....
....
....
....
.....
.....
.....
.....
....
....
....
....
....
....
.....
....
....
....
....
....
.....
.....
.....
.....
...
....
....
....
....
.....................................................................................................................................................
Tabla 14: Forma (x ♦ x) O (x ♥ x) (Otra presentacio´n tresime´trica).
9 Cuarta Forma
La expresio´n (x ♦ y) O (x ♥ y) se diferencia de manera sutil de la forma
estudiada en el apartado 8. En vez de una variable proposicional ahora
aparecen dos —lo cual hace disminuir el nu´mero de tautolog´ıas posibles—
pero aparecen de manera ordenada —lo cual permite considerar de manera
simulta´nea las expresiones x ♦ y y x ♥ y—. La te´cnica empleada por Peirce
para encontrar todas las tautolog´ıas de esta forma consiste en escoger de
manera libre los conectivos ♦ y ♥ y, a partir de ellos, encontrar los conectivos
O que hagan siempre verdadera la expresio´n analizada. Por ejemplo, si ♦ es
.....
.....
..........................
....
.................. y ♥ es .............................. entonces x ♦ y siempre es F y x ♥ y puede tomar los valores
V y F , luego se requiere que O asigne V a las combinaciones FV y FF o,
lo que es lo mismo, que sus cuadrantes derecho e inferior este´n abiertos: en
este caso, las soluciones posibles para O son .........
..................
....
........
, .........
...............
.........
, .........
...................
....
..
, ........
............... . Si ♦ es ............................................... y ♥
es .........
...................
....
.
....
.... entonces x ♦ y toma los valores F , F , F , V —en ese orden— mientras
x ♥ y toma los valores V , F , F , V ; la forma (x ♦ y) O (x ♥ y) se reduce a
las cuatro posibilidades F O V , F O F , F O F , V O V ; para obtener una
tautolog´ıa se requiere que O asigne V a las parejas FV , FF , V V , es decir,
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que sus cuadrantes superior, derecho e inferior este´n abiertos; las soluciones
posibles para O son .........
.................
.... y .........
.............. .
Como en el apartado anterior, la tabla 15 (pa´gina 30) contiene en cada casilla
el conectivo O ma´ximo que arroja una tautolog´ıa de esta forma. En la
interseccio´n de la ﬁla .........
.........................
....
................. y la columna .........
..................
....
..
esta´ .........
..................
....
........
; en la interseccio´n de
la ﬁla .........
..................
....
................. y la columna .........
.................
....
..
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.
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.
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Tabla 15: Tautolog´ıas de la forma (x ♦ y) O (x ♥ y).
La suma
∑
2ni para la tabla 15 es 680 luego el nu´mero total de tautolog´ıas
encontradas hasta el momento asciende a 2092. Aunque Peirce no lo hizo,
con facilidad podr´ıa estudiarse la forma variante (x ♦ y) O (y ♥ x), para
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lo cual ser´ıa suﬁciente ‘convertir’ (reﬂejar en el eje vertical) el conectivo ♥
en la tabla 15. Esto aportar´ıa otras 680 tautolog´ıas nuevas para un total
acumulado de 2772.
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Tabla 16: Forma (x ♦ y) O (x ♥ y) (Tabla inclinada).
Basta observar las esquinas de la tabla 15 para probar que no es unosime´trica
respecto a movimiento r´ıgido alguno, de manera que G1 = 0. Las dosimetr´ıas
son ma´s ricas: la reﬂexio´n de la tabla en la diagonal principal corresponde
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a la reﬂexio´n de cada componente en el eje vertical, mientras la reﬂexio´n
en la segunda diagonal corresponde a la reﬂexio´n de cada signo en el eje
horizontal. De manera sime´trica, la reﬂexio´n de la tabla en el eje vertical
corresponde a la reﬂexio´n de cada componente en la diagonal principal y la
reﬂexio´n de la tabla en el eje horizontal equivale a la reﬂexio´n de cada signo
en la segunda diagonal. La rotacio´n de la tabla en 90 grados —en cualquier
sentido— equivale a la rotacio´n de las componentes en 90 grados —en el
mismo sentido—, luego la rotacio´n de la tabla en 180 grados corresponde a
la rotacio´n de cada signo en 180 grados —en el mismo sentido o en el sentido
contrario, pues este movimiento es de orden 2—. En resumen, G2 = D4
mientras G3 = Z2.
Obse´rvese que las dosimetr´ıas de esta tabla corresponden de manera exacta
a las de la tabla 10. En realidad, la ‘subtabla’ 4× 4 de la tabla 15 obtenida
al considerar solo las ﬁlas y columnas .........
..........................
....
................. – .........
...................
.... ....
... – .........
.......................
.........
– .........
................ es la tabla 10 rotada
180 grados.
Una versio´n de esta tabla 15 aparece en 4.273 de Collected Papers [15], con
la notacio´n usada por los editores. De la tabla presentada all´ı, los editores
dicen que “es una representacio´n ma´s clara (y precisa) de la tabla dada
por Peirce, en razo´n de una reduccio´n en el nu´mero de signos usados”. El
estudio presente permite refutar de manera te´cnica esa aﬁrmacio´n: el grupo
D4 no actu´a de manera natural sobre el conjunto de signos colocados por los
editores, y la dosimetr´ıa y tresimetr´ıa de la tabla 15 se ocultan totalmente.
La tabla original dada por Peirce para este caso es inclinada y, al igual que
en el caso anterior, con ello aumenta la tresimetr´ıa: en la tabla 16 (pa´gina
31) se tiene G1 = 0, G2 = D4 y G3 = V . Salvo el orden de los conectivos,
esta es la misma tabla 2 (pa´gina 4) elaborada por Peirce en 1902 [2].
Igual que en la seccio´n 8, si la tabla 15 se reﬂeja en la diagonal principal
su tresimetr´ıa aumenta a G3 = Z4; si la tabla de Peirce (cualquiera de las
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tablas 2 o 16) se reﬂeja en el eje vertical —cambiando los lugares de ♦ y ♥—
resulta una tabla tresime´trica, esto es, con G3 = D4.
10 Quinta Forma
Es evidente que el estudio de la forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)]
es ma´s complejo que el de las formas anteriores, pues aumenta el nu´mero de
variables proposicionales y el de conectivos. Para esta forma Peirce renuncia a
encontrar todas las tautolog´ıas, como lo ha logrado en las formas anteriores, y
se conforma con algunas. Por ejemplo, no cuenta las 164 = 65536 tautolog´ıas
‘triviales’ que se obtienen cuando el conectivo principal ♥ es ........................ .
La te´cnica empleada por Peirce puede describirse como sigue. En primer
lugar, se escogen los conectivos ♥, ♦ de tal manera que la forma auxiliar
P♥(Q♦R) sea verdadera excepto quiza´s para cierta combinacio´n preestable-
cida de valores para P , Q, R. Luego se determinan los conectivos ♠, ♣, O de
tal manera que las tres proposiciones (x ♠ y), (y ♣ z), x O z no tomen los
valores establecidos. Por una razo´n muy precisa —que no se explica aqu´ı—
Peirce rotulo´ las combinaciones preestablecidas con ........
.................
....
................. , .........
...........................
....
..........
, .........
..........................
....
..........
y .........
...............
....................
....
..
.
Sin entrar en los detalles del ca´lculo de las tablas, el procedimiento para
encontrar tautolog´ıas es el siguiente. En primer lugar se escoge un pivote del
conjunto { .................................................. , ................................................. , ............................................... , .............................................. }. En segunda instancia y con la tabla 17, se toma
una pareja de conectivos (♥,♦) entre las dos asignadas al pivote elegido.
pivote ........
..................
....
................ .....
.....
.........................
....
..........
.....
.....
........................
....
.........
....
....
..............
...................
....
.
♥ ♦ ................................ ............................... .............................. ............................... .............................. ................................ ................................. ...............................
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..................
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................ .....
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..................
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.................
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.................. .....
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...............
.........
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.....
..........................
....
.........
Tabla 17: Conectivos ♥, ♦ para la forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)].
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Para los conectivos restantes se procede como en el apartado 9. Se toman
de manera libre dos conectivos ♠, ♣; en la esquina superior izquierda de la
tabla 18 (pa´gina 34) se busca el pivote escogido; en la columna del pivote se
toma ♠ y en la ﬁla del mismo se toma ♣; al interior de la tabla, en el cruce
de la ﬁla y la columna correspondientes, se encuentra el conectivo ma´ximo
O que completa la tautolog´ıa.
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Tabla 18: Conectivos ♠, ♣, O para la forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)].
Por ejemplo, se escoge el pivote .........
........................
....
.........
. De la tabla 17 se toma (♥,♦) = ( .............................. , ............................................... ).
Se escogen (♠,♣) = ( ......................................... , ................................. ) y la tabla 18 indica—buscando ......................................... en la segunda
columna exterior y ........
...................
....
..
en la primera ﬁla exterior— que puede tomarse O = ........
..............
................
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o cualquier conectivo obtenido de e´l abriendo sus cuadrantes cerrados. Luego
(x .........
................
................. y) .........
..............
........
[(y .........
..................
....
..
z) .........
.................
....
................. (x .........
...............
.................. z)]
es una tautolog´ıa.
La suma
∑
2ni para la tabla 18 es 1699, cantidad que debe multiplicarse
por la cantidad de pivotes y luego por la de opciones que da la tabla 17
a cada pivote, as´ı que este me´todo arroja 13592 tautolog´ıas de la forma
(x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)]. Pero el mismo Peirce considero´ las siguientes
doce variantes de esta forma, que pueden atacarse con el mismo me´todo —de
hecho, la tabla 18 sirve para todas las variantes—.
(x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)] [(x ♠ y) ♦ (y ♣ z)] ♥ (x O z)
(x ♠ y) ♥ [(x O z) ♦ (y ♣ z)] [(x ♠ y) ♦ (x O z)] ♥ (y ♣ z)
(y ♣ z) ♥ [(x ♠ y) ♦ (x O z)] [(y ♣ z) ♦ (x ♠ y)] ♥ (x O z)
(y ♣ z) ♥ [(x O z) ♦ (x ♠ y)] [(y ♣ z) ♦ (x O z)] ♥ (x ♠ y)
(x O z) ♥ [(x ♠ y) ♦ (y ♣ z)] [(x O z) ♦ (x ♠ y)] ♥ (y ♣ z)
(x O z) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x ♠ y)] [(x O z) ♦ (y ♣ z)] ♥ (x ♠ y)
Luego la cantidad de tautolog´ıas asciende a 1699 × 4 × 2 × 12 = 163104.
En 4.271 de Collected Papers [15] se indica un total de 24376, que debe ser
24576 = 256 × 4 × 2 × 12, producto obtenido de considerar una tautolog´ıa
por cada casilla de la tabla 18 en vez de 2ni . El gran total de tautolog´ıas
halladas por Peirce en las diversas formas estudiadas es entonces 165876.
Se ve de inmediato que la tabla 18 no es unosime´trica ni dosime´trica respecto
a movimiento r´ıgido alguno, luego G1 = 0, G2 = 0 y G3 = 0. El segundo
grupo de simetr´ıa se conserva al inclinar la tabla, luego en este caso no se
gana simetr´ıa con ese solo cambio.
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Pero Peirce no so´lo inclino´ la tabla, tambie´n cambio´ el orden de las filas.
Intercambiando solo cuatro parejas de ﬁlas —correspondientes a los 8 conec-
tivos no conmutativos [7, 8]— se logra que las dos columnas exteriores de
la tabla 18 sean la imagen especular de las dos ﬁlas exteriores: en el puesto
i de la columna no esta´ siempre el mismo conectivo que esta´ en el puesto
i de la ﬁla, sino el que se obtiene de e´l por reﬂexio´n en el eje vertical. Al
inclinar luego la tabla, esa propiedad se extiende a todo el contenido y la
tabla interior 16× 16 es tresime´trica respecto a la reflexio´n en el eje vertical.
En la tabla 19 (pa´gina 37) se tiene G1 = 0, G2 = Z2, G3 = Z2.
De nuevo, salvo el orden de los conectivos, esta tabla 19 es la misma tabla 3
(pa´gina 5) dada por Peirce para sintetizar sus resultados en la bu´squeda de
tautolog´ıas de la quinta forma. A la asombrosa tabla de Peirce esta´ ligada
una historia casi simbo´lica: en Collected Papers [15] no aparece, pero se la
confunde con la tabla 15 (pa´gina 30); estuvo perdida durante muchos an˜os en
el inmenso legado manuscrito de Peirce; fue reubicada y comprendida apenas
en las u´ltimas de´cadas del siglo XX [2].
La tabla 19 contiene varias subtablas cuadradas sime´tricas. Por ejemplo si
las ﬁlas y columnas se agrupan como sigue:
2− 3− 4− 5
6− 7− 10− 11
12− 13− 14− 15
entonces aparecen nueve bloques 4 × 4: el cruce de las ﬁlas 2 – 5 con las
columnas 12 – 15, el cruce de las ﬁlas 6 - 7 - 10 - 11 con las columnas 2 – 5,
etce´tera. Todos estos bloques son tresime´tricos respecto a la rotacio´n en 180
grados mientras los bloques sobre el eje vertical son, adema´s, tresime´tricos
respecto a la reﬂexio´n en los ejes. Es decir, se distinguen por lo menos seis
subtablas 4× 4 con G3 = Z2 y tres con G3 = V .
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Tabla 19: Forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)] (Tabla inclinada).
La tabla 19 —sin inclinar— se obtuvo de la 18 reﬂejando en el eje vertical
los conectivos de las columnas exteriores y alterando as´ı el orden de las
ﬁlas. Puede veriﬁcarse que al realizar el mismo experimento con todos los
movimientos r´ıgidos, solo en cuatro casos se obtiene una tabla con dosimetr´ıa
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Tabla 20: Forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)] (Otra tabla inclinada).
no trivial. En dos casos la reﬂexio´n de la tabla en la diagonal principal
corresponde a la reﬂexio´n de los conectivos en el eje vertical mientras en los
otros dos corresponde a la reﬂexio´n de los conectivos en el eje horizontal. Por
lo tanto, con este me´todo so´lo pueden obtenerse dos tablas con tresimetr´ıa no
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trivial: una es la tabla 19 —debida a Peirce—, la otra es la tabla 20 (pa´gina
38). En la tabla 20, en el puesto i de la columna exterior esta´ el conectivo
que se obtiene por rotacio´n en 90 grados del que esta´ en el puesto i de la
correspondiente ﬁla. De nuevo G1 = 0, G2 = Z2, G3 = Z2 y esta tabla tiene
las mismas subtablas sime´tricas 4× 4 indicadas en la tabla 19.
11 Tablas con la Notacio´n de Zellweger
Durante las u´ltimas de´cadas del siglo XX, el investigador norteamericano
Shea Zellweger desarrollo´ una notacio´n para los conectivos binarios [1, 19].
E´l mismo indica que su trabajo es “una continuacio´n directa de lo que se
encuentra en Peirce”, pero introduce varios cambios pequen˜os que conducen
a una notacio´n que, adema´s de compartir el cara´cter ico´nico de la notacio´n
debida a Peirce, presenta algunas ventajas sobre e´sta como el hecho de que
la mayor´ıa de los signos empleados son letras del alfabeto comu´n y las dema´s
son variantes de ellas.
La idea fundamental de la notacio´n de Zellweger es la siguiente: los cuatro
ve´rtices de un cuadrado pueden marcarse con un punto grueso que indica
que se asigna V a la correspondiente combinacio´n de valores de verdad. La
convencio´n adoptada es la siguiente.
.....................................................................
......
......
...FV V V
V FFF
En cada caso, los ve´rtices marcados sugieren ‘ramas’ del s´ımbolo. La tabla
21 muestra los conectivos con sus signos respectivos.
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Tabla 21: Notacio´n de Zellweger para los conectivos binarios.
Por su construccio´n a partir de un cuadrado, sobre este conjunto de signos
tambie´n actu´a de manera natural el grupo die´drico D4 pero esta accio´n no
coincide con la accio´n natural sobre la notacio´n de Peirce. Por ejemplo el
signo .........
........................
....
.
representa el mismo conectivo que el signo .......; la reﬂexio´n en el
eje vertical de .........
........................
....
.
es ........
...............
................. que corresponde a .......... mientras la reﬂexio´n en el eje
vertical de ....... es ........ que corresponde a ..........
.................
....
..........
. Este hecho hace que si las tablas
de la seccio´n 5 se miran con la notacio´n de Zellweger entonces, aunque la
unosimetr´ıa y dosimetr´ıa se conservan, la tresimetr´ıa con seguridad cambia.
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Tabla 22: Clasiﬁcacio´n de los conectivos segu´n x O x.
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Con el ﬁn de profundizar en las simetr´ıas presentadas por Peirce, en este
apartado se repasara´n sus tablas con la notacio´n nueva.
La tabla 22 (pa´gina 40) corresponde a la tabla 5 (pa´gina 21) y resume el
estudio de la forma x O x. Como all´ı, G3 = 0.
La tabla 23 es una distribucio´n de los signos por ‘niveles’, casi igual a la tabla
7 (pa´gina 23), en la cual de nuevo la reﬂexio´n de la tabla en el eje vertical
corresponde al mismo movimiento r´ıgido de los conectivos: G3 = Z2. No es
posible distribuir estos signos de manera similar en una tabla horizontal ()
con tresimetr´ıa no trivial.
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Tabla 23: Clasiﬁcacio´n de los conectivos (Tabla por niveles).
La tabla correspondiente al estudio de la forma x ♦ (x O x) es la misma
tabla 8 (pa´gina 24) y no vale la pena repetirla.
La tabla 24 (pa´gina 42) es la tabla dosime´trica que surge en el estudio de la
forma (x ♦ x) O (x ♥ x) (tabla 10, pa´gina 26), con la notacio´n de Zellweger.
La reﬂexio´n de esta tabla en la diagonal principal corresponde a la reﬂexio´n
de los conectivos en la segunda diagonal y viceversa —luego no se gana
tresimetr´ıa al inclinarla como se hizo en el apartado 8—; la reﬂexio´n de la
tabla en el eje vertical corresponde a la reﬂexio´n de los conectivos en el eje
horizontal y viceversa; la rotacio´n de la tabla en 90 grados corresponde a la
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♥
♦
N E W S
N ........... ... ........ ....... ........... ...
E ......... .......... ......... .........
W ......... ......... .......... .........
S ...........
...
. ........ ........ ..............
Tabla 24: Tautolog´ıas de la forma (x ♦ x) O (x ♥ x).
misma rotacio´n de los conectivos en sentido contrario. As´ı, G1 = 0, G2 = D4,
G3 = Z4: obse´rvese que, en este caso, se ha ganado un poco de tresimetr´ıa
con el cambio de notacio´n.
Al rotar esta tabla 24 en 90 grados —o, lo que es lo mismo, reﬂejarla en la
diagonal principal y luego en el eje horizontal— se obtiene la tabla 25 que es
tresime´trica en el sentido de que G3 = D4.
♦
♥
N E W S
S ........... ... ........... ........... ................
W ........ ......... .......... ........
E ....... .......... ......... ........
N ...........
... ......... .......... ...........
.....
Tabla 25: Forma (x ♦ x) O (x ♥ x) (Tabla tresime´trica).
Al traducir a la notacio´n de Zellweger la tabla 15 (pa´gina 30) correspondiente
a la forma (x ♦ y) O (x ♥ y), se obtiene la tabla 26 (pa´gina 43). De nuevo,
las dosimetr´ıas de esta tabla coinciden con las de la tabla 24 y aqu´ı tambie´n
se tiene G1 = 0, G2 = D4, G3 = Z4 ganando un poco de simetr´ıa sobre la
tabla 15. Al igual que en la forma anterior, basta rotar 90 grados la tabla 26
para obtener la tresimetr´ıa G3 = D4, es la tabla 27 (pa´gina 44).
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Tabla 26: Tautolog´ıas de la forma (x ♦ y) O (x ♥ y).
En el estudio de la forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)], la tabla para los
conectivos ♠, ♣, O (tabla 18) no es dosime´rica respecto a movimiento r´ıgido
alguno, G2 = 0, y eso no se altera al cambiar la notacio´n luego no vale la
pena repetir aqu´ı dicha tabla.
Al variar el orden de las ﬁlas de la tabla 18 (pa´gina 34) con la notacio´n de
Zellweger, realizando todos los movimientos r´ıgidos posibles sobre los conec-
tivos en las columnas exteriores, de nuevo se obtienen solo cuatro tablas con
dosimetr´ıa no trivial. Ahora en dos casos la reﬂexio´n de la tabla en la diago-
nal principal corresponde a la reﬂexio´n de los conectivos en la misma diagonal
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Tabla 27: Forma (x ♦ y) O (x ♥ y) (Tabla tresime´trica).
mientras en los otros dos corresponde a la reﬂexio´n de los conectivos en la se-
gunda diagonal. As´ı pues, con este me´todo so´lo pueden obtenerse dos tablas
con tresimetr´ıa no trivial, ambas horizontales y en ambas G1 = 0, G2 = Z2,
G3 = Z2. En la tabla 28 (pa´gina 45), las columnas exteriores se obtienen de
las ﬁlas correspondientes por rotacio´n de 90 grados de cada conectivo; en la
tabla 29 (pa´gina 46), por reﬂexio´n en la diagonal principal. A pesar de la
‘isomorf´ıa’ aparente, el orden de las ﬁlas no es el mismo que en las tablas 19
y 20.
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Tabla 28: Forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)] (Primera tabla tresime´trica).
Conclusiones
El estudio presentado en esta monograf´ıa puede conducir a diversas reﬂexio-
nes, algunas de las cuales se indican a continuacio´n.
• El desarrollo del trabajo enfatiza un mensaje impl´ıcito en la teor´ıa de los
signos formulada por Peirce: la eleccio´n de una notacio´n es relevante,
ma´s aun, puede jugar un papel decisivo en el trabajo en cuestio´n. Por
ejemplo con la notacio´n usual de los conectivos, las tablas de Peirce ni
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Tabla 29: Forma (x ♠ y) ♥ [(y ♣ z) ♦ (x O z)] (Segunda tabla tresime´trica).
siquiera podr´ıan escribirse por falta de signos; con la notacio´n empleada
por los editores de Collected Papers [15], las simetr´ıas observadas en
ellas se pierden del todo. La relevancia de la notacio´n, ya subrayada
antes por Leibniz (ve´ase por ejemplo [11]), por desgracia se pasa por
alto muchas veces en matema´ticas y en lo´gica
• En una tabla tresime´trica, la simetr´ıa local de las componentes armo-
niza con la simetr´ıa global de la tabla y a veces, incluso, la determina.
Por ejemplo en algunas tablas con la notacio´n de Peirce, la tresimetr´ıa
solo se logra inclinando la tabla; en la misma tabla con la notacio´n de
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Zellweger, la tresimetr´ıa solo se logra con la tabla horizontal. Esta in-
teraccio´n mutua entre lo local y lo global quiza´s puede —debe— verse
como otra aparicio´n del continuo de Peirce [18].
• Al ﬁnal de su tesis sobre los gra´ﬁcos existenciales de Peirce, Jay Ze-
man escribio´: “...es otro tributo al poder de los gra´ﬁcos y al ingenio
del hombre que penso´ por primera vez en ellos” [20]. En todos los tra-
bajos alrededor del legado de Charles S. Peirce vuelven a encontrarse
la agudeza y la versatilidad de su mente privilegiada. En este caso,
no solo el disen˜o de la notacio´n y el planteamiento de la bu´squeda de
tautolog´ıas —y su solucio´n— son geniales, tambie´n lo es el hecho de
que para presentar sus resultados Peirce siempre escogio´ con exactitud
la manera ma´s (tre)sime´trica y sencilla.
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